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 الملوص 

اناع    ماال ماا.  G م قا ما ف Aم ا  A[G] ي م قا لذ مال  (Units Group) مال لذعااصا لذقال ا ذ ق    Uذت   

 Gما   االاا معا اا لا اا لذ مااال  U اي للألمااا فلذعالساا  لذنلا ااا لذمع ناا لهتمامااً  ل ااالً لمسا ذا لذتعااف ط اى لا ااا لذ ماال  

 مافذاا للإنالا ط ى لذسؤلذ   لذتاذ        ي ه ل لذلما فلاذع س. 

 .(locally Finite)ماتت ا مم  اً  Uمتى ت ف  لذ مال  Gفلذ ا  ا لذتي  ن  فضعتا ط ى لذ مال ما هي لذثاف  لذلا ما  1 -

مفذاعل لعاععم ماتادم ما  لذعااصاا  Uمتاى ت اف  لذ ماال  Gما هي لذثاف  لذلا ما فلذ ا  اا لذتاي  نا  فضاعتا ط اى لذ ماال 2 -  

(Finitely Generated) . 

 

ABSTRACT 

Let G be a  group and A be a ring . let U be the units group in the group ring A[G].           

Many recent studies in algebra deal with the structure of the group  U  knowing the 

structure of the group  G  and vice versa.  In this paper we tried to prove the following 

problems . 

 1.  What are the necessary and sufficient  conditions on G so that  U  is                                         

locally finite? 

2.   What are the necessary and sufficient  conditions on G so that  U  is  finitely 

generated ? 

 
 ماااااال  RUم قاااااا فلمع اااااا. ف ااااااا   Rإ ل  ااااااا    Introduction المةدمة -

 ا  مس ذا لذتعاف ط ى لا ا ه ل  Rلذعااصا لذقال ا ذ ق    ي 
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 هي ما  لذمساائا لذنلا اا لذتاماا Rلذ مـــال  ي م قا ممععل 

لست نا  لذماذا لذ اصا لذتاذ ا ما  ها ل لذمسا ذا لهتماام  ذقع،ف

 ااي لذعقاافع للأالعااا   (Polcino Milier)لذلامااا لذنلاااح

 للأ  ال م  لذقا  لذماصام ،فما لذ  

 مااال ضاااال ا مااا ، اااا   Gم قااا ماااا ف  Aإ ل  اااا  

 اي  RUلذم  ف  هف لذتعااف ط اى لا اا ف صاائ  لذ ماال 

لذعالساا  فللألمااا . ف اي لعا  R= A[G] م قاا لذ ماال 

فممافذاا إ نااع لذثااف   RU لعالسا لذ مال   هتمللذنلا ا 

 ل    RU متاى ت اف    Gلذلا ماا فلذ ا  اا لذتاي تمم تاا 

[ تااد 5  اي ل   (Polcino Milier) اصا ا ماا.  مانلاً تنلا  

عفا اا تف طع ماا اافل  RU ماتت اا . طاعئا م      Gإ ل  ااا  

 مااال هام تفا ااا فلذع ااس  2- ساات ف  إلعلذ ااا تف   G ااإ  

 RUماتت اا  اإ   G[ لاُهـ  ط ى تاد طااعما 6صم ح. ف  ي ل

-إما إلعلذ اا تف   G مال إ ل ف  ق  إ ل  اا   -  FCت ـــف  

  مال هام تفا ا.  2

ً  Uالشروط اللازمة و الكافية لكي تكون  -2  : منتهية محليا

ساااتام  ذ مااااال ضااااال ا  G ااااافل هاااااا إذاااى ل   •

 Multiplication Group   ذا س ما  لذضاافاح ت)

 ت ف  ماتت ا .

 Gالا ت  اتاافا ت ك لذثاف  لذفلن  ف ضعتا ط اى لذ ماال 

ماتت ااا مم  اااً  ناا  ت  ات اااق لذااى تعا ااف  Uمتااى ت ااف  

 لذ مال لذماتت ا مم  اً.

 : 2 . 1تعريف  

   ااا إاتااا ماتت ااا مم  اااً إ ل  اااا  X قاااا طاا   مااال  

 ماتت ا.  X مال ن ئ ا ماتت ا لذتفذ ع م  لذ مال 

 :  2 . 2ملاحظة 

 Gماتت ااا مم  اااً  اااإ   Uماا  لذفلضااح تاااد إ ل  اااا  

ف ذ ا  لذع اس ذا س  U مال ن ئ ا ما   Gماتت ا مم  اً لأ  

 مـال ماتت اـا  Gم  لذضافاح ت    ف  صم ماً  إ ل ت  اا 

ذ سا    U إ   للعلذ ا مال هام تفا ا ف ذ س  2-      فذ س 

ف ذاا ذك ساافف تماافح متماااً  [1]عفا ااا لمساا  لذملاهاااا  ااي 

ا ف طاعئا   xطاصالً فلمعلً ط ى للأاا اتلتد غ ا ماتت ا منا 

<x>   مال ن ئ ا م U .ماتت ا لذتفذ ع ف ذ س  ماتت ا 

ذا س  U ماال تلع   اا ف ماتت اا  اإ   Gمتى ف ذاف  ااا  

ت  ت ف  ماتت ا مم  اً  ما تظتا لذملاهاا  م  لذضافاح

 لذتاذ ا ف اتائنتا 

 

 [ 4 ]:     2 . 3مبر نة

 مال طع ما افل ف مفذعل لعععم ماتدم م  لذعااصاا  Xإ ل  اا  

 ست ف  ماتت ا. Xلذعفا ا  إ  

 

 :  2. 4نتيجة 

طع مااااا ااااافل ف مفذااااعل لعااااعع ماتااااد ماااا   Uإ ل  اااااا  

ماتت ااا  Vساات ف  ماتت ااا فلاذتاااذي  Uلذعااصااا لذعفا ااا  ااإ  

ف  V= G اإ    V G ، فلماا ت   |V|  |G|فمااد  اإ 

 Gت  [Th. 4.1 , 7 ] ف  اات  طا   U = ±  Gلاذتااذي 

 ست ف   ي ه ل لذماذا  

  4G {1}=م ا  للعلذ اإما 

 6G {1}=م ا  للعلذ اتف 

  مال  هام تفا ا. 2 -تف 

 : 2 . 5  نتيجة 

 xف تمااافح طاصاااالً  للعلذ اااا ماااال ماتت اااا ف Gإ ل  ااااا    

  Gماتت اا لذتفذ ااع لأ   U ااإ   6ف ذ ساا    4اتلتاد ذ ساا  

 Nilpotent  طع مااا ااافل  U ف[ 8 ] ماتت ااا لمساا  

Group  ) للعلذ الأاتا. 

سا  ف   ف اتلاا  Uف لمس  لذات نا لذسالقا  إ  تمع مفذعل  

 ذ س  ماتت ا مم  اً.  Uغ ا ماتت ا ف لاذتاذي 

 ف لث ا تطم ذع اا لذات نا لذتاذ ا 

 :  2 . 6نتيجة 
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 Finitely) ماااال ماتت اااا لذتفذ اااع   Gإ ل  اااااـ  

Generated)  ًف تـمفح طاصالx   فذ سا   4اتلتد ذ سا

ذ سا  ماتت اا  U  مال هام تفا ا  إ    -    2ذ س   Gف  6

 مم  اً.

 لذلاها   

 مااال  Gماتت ااا مم  اااً  ذااات   طاا   ااف   Uذااف  اااا         

ماتت ا G ماتت ا ، ل    Gف ماتت ا لذتفذ ع ت    Uن ئ ا م  

ماتت اا <u>   ا    U  م   u عفا ا  ماد ل ل  ا  U نم ل  

 ] ما     (4.1)ماتت ا ف  ات  ط   لذاظا ا u  تح  ت  اتلا 

تماافح  Gف لاذتاااذي  4G {1}=ف  للعلذ ااا Gتاااد إمااا  [  7

 ف ه ل  ااا  لذ ا  . 4طاصالً اتلتد 

تمفح طاصالً اتلتد  Gف لاذتاذي  6G {1}=ف  للعلذ ا  Gتف 

 ف ه ل  ااا  لذ ا  ت ضاً. 6

 ت ضاً  ااا  لذ ا .  مال هام تفا ا ف ه ل 2-هي  Gتف 

 ماتت ا مم  اً.  Uإ   م  م   ت  ت ف  

 :   2 .7نتيجة

ماتت ااا لذتفذ ااع   ااإ   Gماتت ااا مم  اااً ف   Uإ ل  ااا  

U= ±  G 

 البر ان : 

 G ماتت ااا مم  ااا  ااا   U ماتت ااا لذتفذ ااع ف  G لمااا ل   

  Uنام ل   اف   U  ماال ن ئ اا ما   G سات ف  ماتت اا م  

عفا ااا لمساا  مااا تقااعم  ااي  U ماتت ااا مم  ااا  ااؤعح لذااى ت  

 g  supp( u) فذا     u U . ذا     (6.2) لاهاا  

 ماال  <u, g > ماتت اا مم  اا ت   U طاعئ   اات  طا   اف  

 ن ئ ا ماتت ا فلما ت  

ug-1  < u, g> 

 ي طلااتد ذ س  ص ال    e ف اتلا ماتت ا لمناا    ug-1 ا  

 تح ت   [2]       فذ ذك  تف ملت ا لمس  

ug-1 =  g1     ;    g1  G 

 فماد 

u =  g1 g  =  g2       ;  g2  G 

 . u   G تح ت   

 U =  فلاذتااذي   G  U  ماا ت      U   G ل   

G    

 :   2 . 8 ملاحظة 

ماتت اا مم  ااً  U  مال هام تفا ا  إ  G  ،- 2إ ل  اا  

ماتت اا  فذا ذك  U تح ل   [ 7 ] لمسا     U =  G م   

  تي ماتت ا مم  ا .

 منتهية التوليد  Uالشروط اللازمة و الكافية لكي تكون  -3

 سامافا   ي ه ل لذ قال للإنالا ط ى لذسؤلا لذتاذي 

متاى  Gما هاف لذثاا  لذالا م فلذ اا ي لذفلنا   اضاد ط اى 

 ماتت ا لذتفذ ع؟ U ت ف 

  ي ه ل لذمفضفع ذع اا لذاتائ  لذتاذ ا 

 [ 8 ]:    3 .1مبر نة  

 ماتت ا لذتفذ ع.  Gماتت ا لذتفذ ع  إ  Uإ ل  اا     - 1

 ماتت ا لذتفذ ع. Uماتت ا  إ   Gإ ل  اا     - 2

ذاا س صاام ماً لثاا ا  (1.3)ماا  لذملاهاااا  (1)إ  ط ااس 

غ اا   Uماتت اا لذتفذ اع فذ ا   Gطام تح تاد تفنع  مال 

 ماتت ا لذتفذ ع.  ما  فضح لذمناا لذتاذي 

 

 

 

 [ 8 ]:   3 . 2مثال  

   Cل ماال علئا اا   8D  لمتاعلعل ذ  ماال  Gإ ل  اا   

ماتت ا لذتفذ ع لأ     G إ   C8 (G = Dغ ا ماتت ا   تح 
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 8D   ماتت ااا فC   ماتت ااا لذتفذ ااع ف ذ ااU  ذ ساا  ماتت ااا

 ف  Mareiniakطااا    [8]لذتفذ اااع  ماااا  ااا  ا لذماناااع 

Sehgal  . 

هاف ت ضااً غ اا    (3 .1)ما  لذملاهااا  (2)إ  ط اس 

 . (3 .5) صم ح لث ا طام  ما  ظتا لذمناا   

 

 [8] :   3. 3مبر نة  

ل مــاـال  T ذ ماال  ل  لذت ااف  لمتـاـعلعلً   Gإ ل  اااـ  

(  G =TK تح K   ل  لذت اااف مااا ف طع مااا ااافل 

G Uم تم ك طااصاا طع ماا اافل  اإ        Z[G]ف اا  

GT . =U 

 

 

 [ 1 ] :      3 . 4 تمهيدية 

 - هاي   G اذ ا ما  افلسام لذصا ا ف   Aإ ل  اا  

 اذ ا ما  افلسام لذصا ا فلاذتااذي م تمافح  A[G] مال  إ  

 طااصا طع ما افل.

 :3. 5 مثال 

ساات ف   U مااال علئا ااا غ ااا ماتت ااا  ااإ   Gإ ل  اااا  

 غ ا ماتت ا.  Gماتت ا لذتفذ ع مع ت  

 البر ان:

 انااع ت    K = Gف  T={e} (3.3)اضااع  ااي لذملاهاااا  

Z[G]    ف لاذتااااذي  (4.3) اذ اااا مااا  افلسااام لذصااا ا لمسااا

Z[G]    اذ ا م  لذعااصا طع ما لذقفل ف ذ ذك  إ  

UG = UT.G 

               ={-1,1}G    

مفذااعل   Gماتت ااا لذتفذ ااع لأ  Uف لاذتاااذي (3.3) لمساا  

 لعاصا فلمع . 

 

لذات ناااا  (3 .3) مااا ف  م ااا  ت  اسااات    مااا  لذملاهااااا 

 لذتاذ ا 

 : 3 . 6 نتيجة  

 ل  لذت ااف  Kماتت اا ف  Tم ا   G=TKإ ل  اا  

تمفح طااصا طع ماا اافل  Z[G]ما فماتت ا لذتفذ ع  إاد إما 

 ت ف  ماتت ا لذتفذ ع.    Uتف 

 البر ان : 

م تمفح طااصا طع ما لذقفل  غ ا لذصا ا(  Z[G]إ ل  اا  

 ت  (3.3) إاد  ات  ط  لذملاهاا 

UG = UT .G 

سات ف  ماتت اا لذتفذ اع لمسا   TUماتت اا  اإ    Tف لماا ت  

 Tماتت اااا لذتفذ اااع ف  K.  مااا تااااد  ااات  طااا   اضاااا  (1.3)

سات ف  ماتت اا  GTU.ماتت ا لذتفذ اع ف لاذتااذي  Gماتت ا ت  

 ماتت ا لذتفذ ع. GUلذتفذ ع ، تح ت  

 [ 8 ]:    3 . 7مبر نة 

ماتت ا لذتفذ ع إ ل  U مال طع ما افل  إ   Gإ ل  اا  

م   Z[G]إماا ماتت اا تف ماتت اا لذتفذ اع ف  Gف  ق  إ ل  اا  

 تمفح طااصا طع ما لذقفل.

 م  ه ل  لذملاهاا است    لذات نا لذتاذ ا 

 :  3 . 8نتيجة  

 مااال طع مااا ااافل ف ماتت ااا لذتفذ ااع ف غ ااا  Gذاات   

 ماتت ا. طاعئ  ذع اا فلمع م  للأما   لذتاذ    ممقن  

- 1 Z [G]  م تماافح طااصااا طع مااا لذقاافل فلاذتاااذيU 

 ماتت ا لذتفذ ع.

Z [G]   -2    تمفح طااصا طع ما لذقافل ف اات  طااد تU 

 ذ س  ماتت ا لذتفذ ع .
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 م   ت  اسات    لساتفذا  ما  لذات ناا لذساالقا تااد  •

فماتت اا لذتفذ اع فلاعف  لذت ااف  اإ   للعلذ اا   Gإ ل  اا 

U .ماتت ا لذتفذ ع 

فذ   ذاع اا ماا هاف تطام ما   ذاك  م ا  ت  است  صاد ما       

 لذتمت ع ا لذتاذ ا  

  [ 3 ]:  3 . 9تمهيدية           

 ماال ماتت اا لذتفذ اع فطع ماا اافل  ااإ    Gإ ل  ااا     

UC  . مال ماتت ا لذتفذ ع  

 : 3 . 3 . 10نتيجة     

  إ    للعلذ ا Gإ ل  اا    

G إ ل ف  ق  إ ل  اا   ماتت ا لذتفذ عU  . ماتت ا لذتفذ ع 

 

  البر ان :  

ت   للعلذ اا Gماتت ا لذتفذ اع  إااد  اات  طا   اف   Gإ ل  اا  

G    ماتت اااا لذتفذ اااع فطع ماااا اااافل فلمسااا  لذتمت ع اااا لذساااالقا

 Uلأ    UUC= مااال ماتت ااا لذتفذ ااع فذ اا     UCت ااف  

 ا لذتفذ ع .ماتت  Uفلاذتاذي ست ف   للعلذ ا

 . (3 .1 ) لذع س  ات   ط  

 :  3 . 11تمهيدية 

 ماتت اا لذتفذ اع   Gماتت اا مم  اا ً اإ   Uإ ل  ااا  

U .ماتت ا لذتفذ ع 

 البر ان: 

       لما تU    ماتت اا مم  ااً فG   ماتت اا لذتفذ اع  اإG 

 )فلمسا   Uست ف  ماتت ا لأاتا  مال ن ئ ا ما  

 ماتت ا لذتفذ ع. Uست ف    (1.3

   (3 .1 ) ات  ملاثال ط  لذملاهاا. 
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